Kompleksna analiza

Pavle PandZi¢, 7. predavanje
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Prisjetimo se:

7y € Q je nultotka kona&nog reda m € Ny funkcije f € H(Q2) ako je
f(z0) = f(z0) =...= " D(z)=0 i F™(z)#£0.

Posebno, ako je f(z) # 0, zp je nultotka reda 0.

7o je nulto¢ka od f beskona&nog reda ako je

f()(z) =0, Vk>D0.
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Neka je f € H(Q) i zp € Q nultotka od f konatnog reda m > 0.

Tada postoji r > 0 takav da je K(zp,r) C Q i postoji
g € H(K(zo,r)) tako da je

(1) g(z) #0 za sve z € K(zo, r),

(2) f(z) =(z—20)"g(z) za sve z € K(z, r).



Teorem (o izoliranosti nultotke kona&nog reda)

Neka je f € H(Q) i zp € Q nultotka od f konatnog reda m > 0.

Tada postoji r > 0 takav da je K(zp,r) C Q i postoji
g € H(K(zo,r)) tako da je

(1) g(z) #0 za sve z € K(zo, r),
(2) f(z) =(z—20)"g(z) za sve z € K(z, r).

Posebno, f(z) # 0 za sve z € K(zo,r) \ {20}, pa je z izolirana
nultotka od f.
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Teorem (Princip jedinstvenosti holomorfne funkcije)

Neka je Q podrugje i f € H(Q2). Neka je

N={zeQ:f(z) =0}

Ako N ima gomiliste u Q, tj. ako postoji w € 2 takav da svaka
okolina od w sije¢e N\ {w}, tada je f(z) =0 za sve z € Q.

Korolar
Neka su f, g € H(Q2), pri &emu je Q podrugje.
Ako skup

{z€Q:f(z) =g(2)}
ima gomiliste u ©, tada je f = g.
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Teorem (Cauchyjeve ocjene koeficijenata Taylorovog reda)

Neka je f € H(2), te zp € Qi R > 0 takvi da je K(z, R) C €.

Tada za svaki r < R vrijedi

f(”)(ZO)

n!

pri &emu je M(r) = max{|f(w)|: w € O0K(z,r)}.



Dokaz.

Prema generaliziranoj Cauchyjevoj integralnoj formuli je

i n! f(w)
a) = 507 | G e

gdjeje y:[0,27] = C, ~(t) = zo + re'.
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(ZO) omi . (W _ Zo)n+1 w,
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! f(w)
fn)(g) = M / _ W)
(ZO) omi . (W _ Zo)n+1 w,
gdjeje y:[0,27] = C, ~(t) = zo + re'.
Primjenom leme o fundamentalnoj ocjeni integrala slijedi

< % MaXy ey {V(W)} ((v)

|w — zg|nH1

2 e, { )M

27 rn+l rn

f(”)(zO)
nl
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Sjetimo se da smo pomocu generalizirane CIF dokazali Liouvilleov
teorem: svaka cijela ograni¢ena funkcija je konstantna.

Taj se teorem mo¥e dobiti i iz Cauchyjevih ocjena. Stovide, iz njih
se moze dobiti sljedeéi opcenitiji teorem:
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Teorem

Neka je f cijela funkcija takva da postoji m € NU {0} sa
svojstvom da je
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prethodnom teoremu i izbor zg = 0, iz pretpostavke slijedi

M(r) = max{|f(w)| : w € OK(z0,r)} < r™.

Prema (1) imamo




S obzirom da je r bio proizvoljno odabran pozitivan broj, te da je
lim, 00 r™~" =0 za n > m, zaklju¢ujemo da je
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S obzirom da je r bio proizvoljno odabran pozitivan broj, te da je
lim, 00 r™~" =0 za n > m, zaklju¢ujemo da je

f(N(0)=0, Vn>m.

Sada iz Teorema o Taylorovom razvoju holomorfne funkcije slijedi

da je
)=y DI

n=0 n=0

n

f(")

za sve z € C.
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Korolar (Liouvilleov teorem)

Neka je f ogranifena cijela funkcija. Tada je f konstanta.
Dokaz. Neka je M > 0 takav da je |f(z)| < M za svaki z € C.

Primijenimo prethodni teorem na funkciju g(z) = f(2)/M; g
zadovoljava uvjet teorema za m = 0.

Slijedi da je g konstanta pa je i f konstanta. Ol

Sada ¢emo pomocu Liouvilleovog teorema dokazati osnovni teorem
algebre.
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Osnovni teorem algebre

Neka je

p(z) = 2"+ a, 12" ¢

+...+a1z+ ao
polinom stupnja n > 1.
Tada postoji zp € C takav da je p(z) = 0.

Drugim rije¢ima, svaki polinom stupnja veéeg ili jednakog od 1 ima
bar jednu nulto¢ku u C.
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Pretpostavimo suprotno, tj. da je p(z) # 0 za sve z € C.



Dokaz

Pretpostavimo suprotno, tj. da je p(z) # 0 za sve z € C.

Tada je dobro definirana funkcija
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Ocito, f je cijela funkcija.



Dokaz

Pretpostavimo suprotno, tj. da je p(z) # 0 za sve z € C.

Tada je dobro definirana funkcija
1
f:C—C, f(z)=—=.

Ocito, f je cijela funkcija.

Tvrdimo da je
lim f(z) =0.

|z|]—o0



Zaista,
i 1 ’ 1 1
mm ———X = m = =
=00 [P(2)]  lzl=oo [2|7[1 + 2+ + 2] 400 ]

Zn




Zaista,
lim 1 i 1 1
I ——F = |im = =
lzl=oo [p(2)]  |zlmoo Z|M1+ 2L+ + 2] 4o0-1

Zn

Sada po definiciji limesa slijedi da za € = 1 postoji R > 0 takav da

zeCz| >R = |f(z)|< 1l



S druge strane, f je neprekidna na kompaktnom skupu K(0, R), pa
postoji M > 0 takav da je

If(z)| <M, VzeC,|z|<R.



S druge strane, f je neprekidna na kompaktnom skupu K(0, R), pa
postoji M > 0 takav da je

If(z)| <M, VzeC,|z|<R.

Ako oznatimo M; = max{1, M} tada vrijedi
|f(z)| < My, VzeC,

dakle, f je ogranitena cijela funkcija.



S druge strane, f je neprekidna na kompaktnom skupu K(0, R), pa

postoji M > 0 takav da je

If(z)| <M, VzeC,|z|<R.

Ako oznatimo M; = max{1, M} tada vrijedi
|f(z)| < My, VzeC,

dakle, f je ogranitena cijela funkcija.

Prema Liouvilleovom teoremu je tada f konstantna funkcija. No
tada je i p konstantna funkcija, $to ne moZe biti jer je p polinom
stupnja n > 1.

O



Vidjeli smo da se funkcija f koja je holomorfna na krugu K(z, r)
moZe na tom krugu razviti u Taylorov red.
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red, tzv. Laurentov red, koji uklju€uje pozitivne i negativne
potencije od (z — zp).
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moZe na tom krugu razviti u Taylorov red.

Sada ¢emo vidjeti da se funkcija koja nije nuZno holomorfna na
krugu nego na kruZnom vijencu oko zy moZe razviti u opcenitiji
red, tzv. Laurentov red, koji uklju€uje pozitivne i negativne
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Vidjeli smo da se funkcija f koja je holomorfna na krugu K(z, r)
moZe na tom krugu razviti u Taylorov red.

Sada ¢emo vidjeti da se funkcija koja nije nuZno holomorfna na
krugu nego na kruZnom vijencu oko zy moZe razviti u opcenitiji
red, tzv. Laurentov red, koji uklju€uje pozitivne i negativne
potencije od (z — zp).

KaZemo da red kompleksnih brojeva > 7 ¢, konvergira ako

konvergiraju redovi 3-°° 1, i S0 =32 ¢,

n—=—oo

U tom sludaju je suma tog reda

o0 o0

-1
Z c,,:Zc,,—i— Z Ch-
n=0

n=—0o0 n=—0o0



Teorem (o Laurentovom razvoju)

Neka je V={z € C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
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Neka je V={z € C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
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Teorem (o Laurentovom razvoju)

Neka je V={z € C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
Tada je

o0

f(z)= ) an(z—2)", VzeV. (2)

n=—oo
Pri tome su koeficijenti a, odredeni sa

1 f(w)
ah=— [ —————dw
"2mi ), (w—z)t
gje je v bilo koja pozitivno orijentirana kruznica sa sredistem u zy
radijusa p, r < p < R.



Teorem (o Laurentovom razvoju)

Neka je V={z € C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
Tada je

o0

f(z)= ) an(z—2)", VzeV. (2)

n=—oo
Pri tome su koeficijenti a, odredeni sa

1 f
an = (w) dw

T 2mi 5 (w = zg)n 17

gje je v bilo koja pozitivno orijentirana kruznica sa sredistem u zy
radijusa p, r < p < R.

Nadalje, red (2) konvergira lokalno uniformno na V.



Dokaz

Neka je z € V. Prema Cauchyjevoj integralnoj formuli za kruzni
vijenac imamo

f(z)zl./ f(W)dW—l./ de
27 W —2Z 27 nwWw—=2z

pri Cemu su 71 i ¥2 kruZnice sa sredistem u zp radijusa p1 i p2,
redom, tako da je r < p; < |z — 2| < p2 < R.




Dokaz

Neka je z € V. Prema Cauchyjevoj integralnoj formuli za kruzni
vijenac imamo

f(z)zl./ f(W)dW—l./ de
27 W —2Z 27 nwWw—=2z

pri Cemu su 71 i ¥2 kruZnice sa sredistem u zp radijusa p1 i p2,
redom, tako da je r < p; < |z — 2| < p2 < R.

Neka je F : V — C funkcija definirana kao

f(w)

)=



Otito je F € H(V). Iz dokaza CIF za kruzni vijenac slijedi da je

1 1 1
— | F(w)dw=—-— | F(w)dw =— [ F(w)dw = a,
27i /., 27i )., 27i ),

gdje je v kao u iskazu teorema i n € Z.



Otito je F € H(V). Iz dokaza CIF za kruzni vijenac slijedi da je

1 1 1
— | F(w)dw=—-— | F(w)dw =— [ F(w)dw = a,
27i /., 27i )., 27i ),

gdje je v kao u iskazu teorema i n € Z.

Zasve w € 7, je

z—z
2l <,
w — Zg
pa je
11 1
w—z w-—2 1-2=
1 i(zz(;))”_i (z— z)"
w—20 ‘=< \w—2 — (w — z)"+t



S obzirom da u gornjem redu imamo uniformnu konvergenciju po
w (uz istu argumentaciju kao u dokazu Teorema o Taylorovom
razvoju), slijedi

L[ W)
2mi o

/1 / f(w)dw >
— ——— | (z — Z a,, Z — Z
n=0 <27T’ 2 (w — zg)"t1 o)’ Z )"

dw =

w—Zz



S obzirom da u gornjem redu imamo uniformnu konvergenciju po
w (uz istu argumentaciju kao u dokazu Teorema o Taylorovom
razvoju), slijedi

L[ W)
2mi o

> 1/ f(w)dw>
— — | (Zz — Z a,,z—z
§<27“ v (W= 20)™F1 o)’ Z o)’

dw =

w—Zz

Zasve w € v je
W — Zp

<1,

Z— 2

pa sli¢no kao maloprije imamo






2 (w—2z)" _ = (z— z0)k
N ;)(Z_Zo)m - k_z_:oo (w — zg)k+1°

Odatle slijedi

1

n=—0o0

-1

Z an(z — 20)".

n=—oo



w—-z z-2z1-72
i (w—z)" Z (z — 20)"
£ (2 — 7)1 = (w- 20)k T
Odatle slijedi
1 flw) , = (1 f(w)dw .
5 /71 o ZdW = ,,:Zoo <2m /71 (w — z9)+1 (z—2)
~1
Z an(z — 20)".
n=—o00

Lokalno uniformna konvergencija ¢e biti dokazana u sljede¢em
teoremu.

0J



Ako je f € H(V) tada oznatimo

—1
f(z) = Z an(z — 20)", VzeV,

n=—00

f(z) = Zan(z —20)", VzeV.
n=0



Ako je f € H(V) tada oznatimo

~1
fi(z) = Z an(z — 2)", VzeV,

f(z) = Zan(z —20)", VzeV.
n=0

fi nazivamo singularni dio Laurentovog razvoja funkcije f, a f»
regularni dio Laurentovog razvoja funkcije f. Jasno je da vrijedi
fl, e H( V)



Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja |)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).



Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja |)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
Tada vrijedi

1. Red Y72 5 an(z — zp)" konvergira lokalno uniformno na
K(zo,R) i f € H(K(zo, R)).



Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja |)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
Tada vrijedi
1. Red Y72 5 an(z — zp)" konvergira lokalno uniformno na
K(zo,R) i f € H(K(zo, R)).

2. Red 71 a,(z — z9)" konvergira lokalno uniformno na

n—=—oo

C\ K(zo,r) i f € HC\ K(zo,r)).



Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja |)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
Tada vrijedi

1. Red Y72 5 an(z — zp)" konvergira lokalno uniformno na
K(zo, R) i f € H(K(z0, R)).

2. Red Zgzlfoo an(z — z9)" konvergira lokalno uniformno na
C\ K(zo,r) i fi € H(C\ K(z,r)).

3. f(z) =fi(z) + h(z) zasvez€ V.



Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja |)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZni vijenac i f € H(V).
Tada vrijedi

1. Red Y72 5 an(z — zp)" konvergira lokalno uniformno na
K(zo, R) i f € H(K(z0, R)).

2. Red Zgzlfoo an(z — z9)" konvergira lokalno uniformno na
C\ K(zo,r) i fi € H(C\ K(z,r)).

3. f(z) =fi(z) + h(z) zasvez€ V.

4. |im|z|%OO fl(Z) =0.



Dokaz

Za prve dvije tvrdnje koristimo Abelovu lemu.



Dokaz

Za prve dvije tvrdnje koristimo Abelovu lemu.

(1) Neka je 2’ € V. Prema Teoremu o Laurentovom razvoju, red
brojeva Y7 4 an(z’ — z9)" konvergira, pa prema Abelovoj lemi red
potencija > an(z — zp)" konvergira lokalno uniformno na
K(zo,|z' — zo]).



Dokaz

Za prve dvije tvrdnje koristimo Abelovu lemu.

(1) Neka je 2’ € V. Prema Teoremu o Laurentovom razvoju, red
brojeva Y7 4 an(z’ — z9)" konvergira, pa prema Abelovoj lemi red
potencija > an(z — zp)" konvergira lokalno uniformno na
K(zo,|z' — zo]).

Kako je z/ € V proizvoljan, slijedi tvrdnja. Prema Teoremu o
holomorfnosti reda potencija slijedi da je £, € H(K(zo, R)).



1
z—z9"

(2) Uvedimo supstituciju w = Tada se red funkcija

Z;:l—oo an(z — zg)" pretvara u red potencija > o> ; a_,w" koji

. y . .11
konvergira na kruznom vijencu V(0; %, ;).



1
z—z9"

(2) Uvedimo supstituciju w = Tada se red funkcija

S an(z — 2)" pretvara u red potencija 32°°; a_,w" koji

n=—oo

. y . .11
konvergira na kruznom vijencu V(0; %, ;).

Kao u (1) dokazemo da red potencija Y 2 ; a_,w" konvergira
lokalno uniformno na krugu K(O, %), $to znadi da red funkcija
;:1_00 an(z — z0)" konvergira lokalno uniformno na C \ K(0, r).



1
z—z9"

Z;:l—oo an(z — zg)" pretvara u red potencija > o> ; a_,w" koji

(2) Uvedimo supstituciju w = Tada se red funkcija

. y . .11
konvergira na kruznom vijencu V(0; %, ;).

Kao u (1) dokazemo da red potencija Y 2 ; a_,w" konvergira

lokalno uniformno na krugu K(O, %), $to znadi da red funkcija
;:1_00 an(z — z0)" konvergira lokalno uniformno na C \ K(0, r).

Prema Teoremu o holomorfnosti reda potencija slijedi da je

fi € H(C\ K(zo,r)).



1
z—z9"

(2) Uvedimo supstituciju w = Tada se red funkcija

Z;:l—oo an(z — zg)" pretvara u red potencija > o> ; a_,w" koji

. y . .11
konvergira na kruznom vijencu V(0; %, ;).

Kao u (1) dokazemo da red potencija Y 2 ; a_,w" konvergira
lokalno uniformno na krugu K(O, %), $to znadi da red funkcija
-1
n=—o00
Prema Teoremu o holomorfnosti reda potencija slijedi da je
f € HC\ K(z,r)).

Treéa i Cetvrta tvrdnja su odite.

an(z — z0)" konvergira lokalno uniformno na C \ K(0, r).

O
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Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZzni vijenac i f € H(V).
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Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja Il)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZzni vijenac i f € H(V).
Neka su g1 i g funkcije za koje vrijedi
1. @ € H(K(z, R)).

2. g1 € H(C\ K(zo,r)).

3. f(z) =g1(z) + g2(z) zasve z € V.



Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja Il)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZzni vijenac i f € H(V).
Neka su g1 i g funkcije za koje vrijedi
1. @ € H(K(z, R)).

2. g € H(C\ K(z0,r)).
3. f(z2) = g1(z) + g2(2) zasve z € V.

4. |im|z|%oo g]_(Z) =0.



Teorem (o karakterizaciji Laurentovog razvoja Il)

Neka je V={ze€ C:r < |z—z| < R} kruZzni vijenac i f € H(V).
Neka su g1 i g funkcije za koje vrijedi
1. @ € H(K(z, R)).

2. g1 € HC\ K(z,r)).
3. f(z2) = g1(z) + g2(2) zasve z € V.
4. |im|z|%oo g]_(Z) =0.

Tadaje i =g1 i Hh=g.
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Definiramo funkciju
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Zbog prethodnog teorema i pretpostavke 3. slijedi da je F dobro
definirana. Takoder, F je cijela funkcija.
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Definiramo funkciju

. | &(2) - h(2), |z— 20| <R;
Fre=C Fa ‘{ i(2)— g1(). |z 20| > 1.

Zbog prethodnog teorema i pretpostavke 3. slijedi da je F dobro
definirana. Takoder, F je cijela funkcija.

1z lim;| o0 F(z) = 0 slijedi da je F ogranitena funkcija. (Naime,
po definiciji limesa, za ¢ = 1 postoji p > 0 takav da je |F(z)| <1
za sve z takve da je |z| > p. Takoder, postoji M > 0 takav da je
|F(z)| < M za sve z € K(0, p).)



Dokaz

Definiramo funkciju

. | &(2) - h(2), |z— 20| <R;
Fre=C Fa ‘{ i(2)— g1(). |z 20| > 1.

Zbog prethodnog teorema i pretpostavke 3. slijedi da je F dobro
definirana. Takoder, F je cijela funkcija.

1z lim;| o0 F(z) = 0 slijedi da je F ogranitena funkcija. (Naime,
po definiciji limesa, za ¢ = 1 postoji p > 0 takav da je |F(z)| <1
za sve z takve da je |z| > p. Takoder, postoji M > 0 takav da je
|F(z)| < M za sve z € K(0, p).)

Prema Liouvilleovom teoremu sada slijedi da je F konstantna
funkcija, a kako je njen limes u beskonaénosti jednak 0, to je
F = 0. Slijedi tvrdnja. O



Odavde slijedi jedinstvenost koeficijenata Laurentovog razvoja.
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Naime, neka je

f(z) = i an(z — z0)" Z bn(z — z9)", Vze V.
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Tada prema prethodnom teoremu imamo
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Odavde slijedi jedinstvenost koeficijenata Laurentovog razvoja.

Naime, neka je

f(z) = i an(z — z0)" Z bn(z — z9)", Vze V.

n—=—oo n=—0oo

Tada prema prethodnom teoremu imamo

o0

Z (z — z0)" anz—zo = fh(z), Vze K(z,R)
n=0 n=0

Zanz—zo Zb z—2)" = fi(z), VzeC\K(z,r).

n=-—1 n=-—1



(n)
Sada za n > 0 vrijedi a, = ) n(!20) = b,.



(n)
Sada za n > 0 vrijedi a, = ) n(!20) = b,.

1
z—2p

Za n= —k, k > 1, uz supstituciju w = imamo

o0 o0 1
k k

k=N b k= f Yw € K(0,2).

kz_:la KW ;b W 1(w), w e K( ’r)



(n)
Sada za n > 0 vrijedi a, = ) n(!20) = b,.

1

77 Imamo

Za n= —k, k > 1, uz supstituciju w =

o [o.¢] 1
> awk =D bwk=fi(w), YweK(0,-).
k=1 k=1 r

(k)
Slijedi da je a_y = A k!(o) = b_y. Dakle je

an=b, VnelZ.



